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1. EINLEITUNG 
Endliche, einfache Gruppen, in denen der Zentralisator jeder Involution 
auf&bar der 2-Lange 1 ist, sind vollstandig klassifiziert (s. [5-81). In dieser 
Note wollen wir endliche Gruppen untersuchen, in denen jede auf&bare 
Untergruppe einer 2-lokalen Untergruppe 2-Lange 1 hat. Dabei treten 
einfache Gruppen auf, in denen der Zentralisator einer Involution n&t 
auf&bar ist: Man nennt eine einfache Gruppe G vom Typ JR (Janko-Ree), 
wenn fur jede Involution t E G der Zentralisator von t in G ein direktes 
Produkt von (t> mit einer zu L,(q) q = 3, 5(8) isomorphen Gruppe ist. 
Beispiele solcher Gruppen sind die kleinste Jankogruppe J1 und die Ree- 
gruppen aG,(q) f” ur passendes q. Informationen fiber Gruppen vom Typ JR 
findet man in [9]. 
Es zeigt sich, da8 die hier betrachteten Gruppen eng verwandt mit folgender 
Klasse von Gruppen sind: Wir nennen eine Gruppe G eine A-Gruppe, wenn 
G eine Reihe 1 C&1 CL C NC G von Normalteilern mit folgenden drei 
Eigenschaften besitzt: 
(i) M und G/N sind Gruppen ungerader Ordnung, 
(ii) L/M ist eine 2-Gruppe, 
(iii) N/L ist ein direktes Produkt von nicht abelschen einfachen 
Gruppen. 
Offensichtlich ist eine au&bare Gruppe genau dann eine A-Gruppe, wenn 
sie 2-Lange 1 hat. Da eine einfache Gruppe immer eine A-Gruppe ist, 
zeichnen wir eine spezielle Klasse von A-Gruppen aus: Sei 2I die Klasse 
aller einfachen Gruppen, die isomorph zu einer der Gruppen L,(F), Sx(2”), 
Ua(2’“), L,(q) q = 3,5(8) oder JR sind. Eine A-Gruppe G heine A*-Gruppe, 
falls N/M = C,,,(L/M) L/M ist und N/L ein direktes Produkt von Gruppen 
aus A ist. 
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Wir beweisen folgenden Satz: 
(a) Jede auj6sba~e CTntergmppe eke]- 2JoRalen L7&ergmpj9e zjon G 
fiat 2-Ltinge 1. 
(b ) Jede Crzteqyuppe einer 2-lokalen L:ntevgmppe con G 3s~ eine 
A-Gruppe. 
(c) G ist eine A *-Gmppe. 
Die eigentliche Aussage des Satzes ist die Implika.tion ran (a) each (c), 
Die dabei auftetende Situation ist ahnlich derjenigen, die son Bender in [2] 
fur den Fail, da8 die 2-Sylowgruppe von G abe!sch is:, untersuch: wurde. 
Eine neuerdings erschiene Srbeit von Goldschmidt ermdgiicht es nun &men 
sehr kurzen Beweis des obigen Satzes zu geben. 
bile bctrachteten Gruppen sind endlich. Die Bezeichnungen sind die 
ublichen; siehe etwa [4]. Eine gewisse Kenntniss der GrTuppen aus “rf setzen 
wir voraus. Die hier beniitzten Eigenschaften findet man 2.8 in [Z]. 
2. BEWEE DES SATZE~ 
Zuniichst stellen wir vier entscheidende Hiifsmittel zusammen. Wir 
foormulieren sie fur unsere Zwecke entsprechend. 
(2) Alperilz [ 11: Sei S eine p-S‘vlowgyuppe eker Grz@$e 6, seien s E 5, 
g E G and xB E S. Dann existieren untergruppen LTi < S und E~emente xi s Lrj , 
3~~ E NG( LTi) (i = 1 I.. .I m), so daJ folgezde drei Aussagem gelte?z: 
Zum Beweis von [3] bemerken wir, da6 jeder &rDere Automorphismus 
von G, auBer falls G s J-R ist, zu einem Automorphismcs konjugiert ist, 
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der sich in bekannter Weise von einem Automorphismus des jeweils zugrunde 
liegenden Korpers ableiten Mt. Da sich im Falle G E L,(2”) oder E Sz(2”) 
die Gruppe N,(S)/S mit der multiplikativen Gruppe des Korpers indentifi- 
zieren la&, folgt fur solche Gruppen die Behauptung. 1st G g LTa(2”) und 12 
gerade, so gilt der gleiche SchluB; ist n ungerade, so besitzt G keine luBeren 
2-Automorphismen. Das letztere gilt such fur G g L,(q), q E 3, 5(8), weil 
dann q = p” mit ungeradem TZ ist. Sei schlieBlich G E JR und a ein auBerer 
2-Automorphismus, der trivial auf NG(S)/S operiert. Da iv,(S) die Involu- 
tionen von S transitiv untereinander permutiert und C,(n) f 1 ist, 
zentralisiert dann a ganz S. Dies ist aber unmoglich (s. etwa 3.5 in [3]). 
Folgende Aussage ermiiglicht die Anwendung von (1) und (2): 
(4) Sei G eine A*-Gruppe und x ez’n 2-Element, das zentral in einer 
2-Sylowgruppe wn G ist. Dann ist N xentral in jeder 2-Gvuppe van G, die x 
enthiilt. 
Bemeis. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dal3 O(G) = 1 und Oa’(G) = G 
ist. Da G eine r2*-Gruppe ist, existieren Normalteiler E,(i = O,..., nz) von G, 
so dal3 Z = Z(G) C Ei und G = G/Z ein direktes Produkt der Gruppen 
E.JZ (i = o,..., 111) ist. Dabei ist Es/Z eine 2-Gruppe und fur i 3 1 ist EJZ 
aus *U. Eine 2-Sylowgruppe S von G ist demnach ein Produkt von 2-Sylow- 
gruppen Si von Ei (i = O,..., m); das 2-Element x ist ein Produkt von 2- 
Elementen si E Si ; schliel3lich ist s genau dann zentral in S, wenn jedes xi 
zentral in Si ist (i = O,..., -ml. Durch naheliegende Induktion nach m, kijnnen 
wir somit schlieBen, daR G entweder = E, oder = El ist. Wenn G = E,, 
ist G eine 2-Gruppe und (4) gilt trivialerweise. Also ist G = G/Z eine einfache 
Gruppe aus 2l und Z eine 2-Gruppe. Da x: E Z die Aussage (4) impliziert, 
folgt x 6 Z. 1st G z L,(2”), Ss(2”) oder E Ua(2’L), so liegt XZ in genau einer 
2-Sylowgruppe von G; es folgt (4). Sei G,&(q), q E 3,5(8) oder z JR, 
und S eine 2-Sylowgruppe von G in der x zentral ist. Bekanntlich permutiert 
iVc(S/Z) die Elemente f 1 von S/Z transitiv untereinander. Aus x E Z(S) 
und x $ Z folgt somit, dal3 S = Z(S). Also ist jede 2-Sylowgruppe von G 
abelsch; wiederum folgt (4). 
Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis des in der Einleitung for- 
mulierten Satzes. Die Implikation von (c) nach (b) folgt aus der Definition 
der A*-Gruppen und der Struktur der Gruppen aus 2L Die Aussage (a) ist 
eine Abschwachung von (b). Demnach bleibt nur noch zu zeigen, daB (c) 
aus (a) folgt. Sei G eine Gruppe minimaler Ordnung, fur die (a), aber nicht 
(c) gilt. 
Da G/O(G) genau dann eine a*-Gruppe ist, wenn dies such fiir G gilt, 
ist O(G) = 1. 
Urn zu zeigen, dal3 such O,(G) = 1 ist, fiihren wir O,(G) # 1 zu einem 
Widerspruch: Sei L = O,(G), G = G/L und N/L = C’,-(L). L/L. Da die 
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1:oraussetzung (a) sich auf e vererbt, ist nach Induktioasacnahme G ejne 
S *-Gruppe. Zentralisierte ein 2-Element LT aus G nicht O(G), so wgre weger\, 
LV/L .n O(e) = I das Urbild von <ai O(c) in G eine aufliisbare Gruppc 
der 2-Lange 2 im Widerspruch zu (a). Also zentralisieren alie 2-Elemente 
van G d.ie Gruppe O(e). Weil G eine A*-Gruppe und O,(c) = 1 is:, 
erzeugen sie eine Untergruppe D/L von e, die ein zentraies Produkt 170~ 
quasi-einfachen Gruppen Di(z’ = I,..., 1.) ist, mit / Z(B<)i = l(2) und 
D;/Z(DJ E “I (i = I,..., - Y). Aus D,/Z(DJ E 2I folgr die Existecz einer In- 
volution i E D-i , die eine 2’-Untergruppe C,’ + 1 :.on D-i invertiert. 1T5re 
;:,t> c r~ LY’,‘t = 1, so wgre das Urbild von ,,i, c mie eben eine au&bare 
Gruppe der 2-L%nge 2. Also gilt Z(Di) 3 c :I n :\‘/A _C B; c :VLL. Aus 
N/L 4 G. D,’ = Bi und der Einfachheit von D-,.iZ(Dij fclgt demnach 
Di c-y/L (i = l,..., Y), also D _C S. SchlieBlich gilt 1 G : D ~ = l(2); also 
ist G eine .-I*-Gruppe. Da dies unser unserer ,?smnahme widerspriciq miri? 
O,(G) = I sein. 
Bemnach ist der Sockel E van G ein direktes Prod& ‘;on nich: abelschen 
einfachen Gruppen Ei(i = I,..., I) und C,(E) = 1. 
Ist G + E, so sind die Gruppen Ei nach Indcktionsvoraussetzung aus \‘I, 
Da G keine A*-Gruppe ist, existiert ein 2-Element a aus G/E. Sei S eine 
a-invariant& 2-Syiomgruppe von E. Wegen des Frattiniarguments k6,znen 
wir 0.I3.d.l. annehmen, da13 a ein 2-Complement K van S in A,;E(S) nor- 
malisiert. Weil ~\‘~(§)\::a) nach T:oraussetzung 2-EPnge 1 be&t, zentraiisiert 
n die Gruppe K. Diese ist ein direktes Produkt voe 2-Romplementea i;=i der 
Gruppex: XEi(Si), wobei Si eine 2-Sylowgruppe ~011 Ei . Also gilt I g K, = 
K. n KjR L Ei n Eta; aus der Einfachheit von Ei folgt Ei -= 5’~. :. a a me 
Gbuppe M; zentralisiert, induziert a wegen (3) einen innerep Automorphismus 
auf E, (i = l,..., i). Dies widerspricht C,(E) = 1. Also ist G = E. 
1st I> i, so liegt nach Induktionsvoraussetzung jedes E; in QI. Also ist 
au& in diesem Fall G eine A*-Gruppe. Demnach ~SL 1 = 1 und G einfach. 
Sei 5’ eine 2-Sylowgruppe von G. Wir zeigen, da8 Z = Z(S) die IToracs- 
setzung van (1) erfiillt. Sei 1 + Y E 2, g E: G und .@ E 5’. Seine die xi I x, 
und LTi (i = l,..., TR) wie in (2) fiir p= 2. Tvegen der Eir,fachheit van G is: 
lVG( Vi) eine echte Untergruppe von G, also nach Induktionsvoraussetzung 
eine A’-Gruppe. Wir zeigen x = x, . Sei die Zahl f < 1~ so gev%hir, dai3 
s = .Q Da nach (2~) die Gruppe Ai,(L,‘,) n S eine 2-S:\-iswgruppe TOR 
XG(Ui) tind s = xt zentrai in S ist, folgt aus (4), da8 s zentral in jeder 
2-Untergruppe von NG(LTti) ist, die s enthAt. Eir,e sol&he ist xch (23) die 
Gruppe ,:I Li, J:~>. Es folgt x’t+l = xt?‘t = sy = x, ALSO ist s = s,, Weii nacb 
(2;) ur,t = S, yirl E X&S) und Z(S) charakteristisch m S ist, folgt sch?ie%ch 
xg = x’, = .L~~c E Z(S). Also kiinnen wir (1) anwenden und erhalten, dai3 nz 
G E $1 eine &gx-Gruppe ist. Damit ist der Satz volist&?ig bewiesen. 
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